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f: z2→ M (M=配，配，砂とする．豆の定義は後述）を考える．本来， fの像全体は
M3内の点の集合となるが，離散曲面を可視化するために2点J(m,n),J(m+ l,n)および2
点J(m,n), J(m, n + l)((m, n) E Zりを辺で結ぶことにより離散曲面を可視化することにす
る．本稿では， (m,n)E匹に対し， fの像を
f(m,n) = fm,n = Ji, f(m+ l,n) = fm+I,n = fj, 
f(m + 1,n + l)= fm+I,n+l = fk, f(m, n + l)= fm,n+l = Jc
と略記し， (fぃhfk, Jc)を4点Ji,fj, f, ゎJcを頂点に持つ四角形とする．以後 4点Ji,h !k, Jc 
は同一平面上にあると仮定する．まずは離散曲面fのガウス写像を定義する．
Definition 2.1. f: Z2→配を離散曲面とし，
dijl = -K,ij . dijf, difl =—位.diff (氏ij,位 E股）
をみたす離散曲面l;Z2→配のことをfのガウス写像といい， K,ij'凡［のことをfの主曲率
という．ここで， di.J:= J. -Ji, di•ll := v. ―li (* = j, R)と定める．
この定義は実に自然なものである．実際，なめらかな場合，次が成り立つ．
Proposition 2.1. f : 配→配を曲率線座標(u,v)によってパラメータ表示された曲面とし，
l ; 政2→詈をfの単位法ベクトル場とする.fの主曲率を "'1, 氏2とすると，
％＝一釘fu, lv =―四fv
fJ fJ 








可積分系に基づく，配内の離散曲面の研究は，主に， vertexoffset mesh, edge offset mesh, 
face ofset meshの3種類の研究がなされている．もともとの [2]では， vertexoffset mesh (2 
つの四角形の，対応する頂点間の距離が一定となるような離散曲面）が考えられた．本稿で
は， vertexoffset meshかつ特別な条件を満たす離散曲面について概略を述べる.edge offset 
mesh, face offset meshの最近の研究については， [5]を参照いただきたいが，本質的に考え
られているのは， Figure1にあるような3つのパターンであり，いずれの場合でも，円と関
わりを持つ場合が主に研究されている．
Figure 1: 左から順に， vertexoffset mesh, edge offset mesh, face offset meshの特別な例．こ
こで記載しているvertexoffset meshは，四角形の4点が同一円周上にあり， edgeoffset mesh 
の場合は，四角形に内接する円が存在する．また， faceoffset meshは， 1つの頂点を共有す
る4つの四角形に接する円錐が存在する．
ッの像域をS打こ制限すると，各(v己知 Vk辺）は自動的に同一円周上にあることが分かる．






4Proposition 2.2. F : D(C配）→配竺 ImHを曲率線座標(u,v)によってパラメータ表示
される曲面とする．このとき，
cr(F, Fi, F12, F2) := (F -Fリ・ (F1-F叫―1・(Fi2-F2)・(F2 -F)-1 
とおくと， limcr(F,Fi, F12, F2) E股かつlimcr(F, Fi, F12, 凡）＜〇となる．ここで，
€• 0 , →O 
H:={釘＋叫＋叫＋四kI a;E恥 i2=j2=k2=-1,ij=k, jk=i, ki=j} 
はHamiltonの四元数体とし，




(x1,X2心） 竺 X1i十四j+x3k 
という同一視のもとでlmH:= {ai+bj+ck I a,b,c E股｝の要素とみなして， cr(F,Fi, Fi2, F': 叫











Quad11(X) := { p = (P1,P2,Pふp4): 四角形ふ+(i-=x立誓~)Pi } 
と定める．ただし窃=X1, p5 = Plとする.P, Q E Quadll(X), k E股に対し，
P+Q := (P1 +qぃP2+ q2,p3 + qふp4+ q4), kP := (kp1, kp辻 p3,kp4) 
と定めることにより Quadll(x)はベクトル空間となる．このとき，次を定義する．
4特に複比が実数のときは，複比は Mobius変換のもとで不変である．
5Definition 2.2. P := (P1,P2,Pふp4),Q := (q⑰ 2, q3, q4) E Quad11 (X)に対し， P,Qが互い
に双対である（もしくは QはPの双対四角形である）とは，




Figure 3のような3つのいずれの場合にも， P= (P1,P2,p3,p4)の双対四角形Q= (q1, q2, q3, q4) 
が実際に存在していることを確認いただきたい．詳細は [4],[5]参照





















れ四角形(J,Ji, fo, f砂， (ft,f, 凡，J)に置き換え， Equation(2)が離散曲面とその平行曲面
との間に成り立つ等式とみなす．
となる．ここで， NはXに直交する単位法線ベクトルとする.P, Q E Quadll (X)に対し，









• A(P, P) = A(P), A(P, Q) = A(Q, P) (P, Q E Quadll(P)) 
• A(P + tQ) = A(P) + 2tA(P, Q) + t2A(Q) (t E股， P,Q E Quadll(P)) 




A(f);1絨：= A((fぃf1,fふfe),A(v)iJkf := A((v;, v1, vk, 巧），
A(!, v)ijkf := A((f;, !J, fk, fe), (v;, りi,牧，乃）））















Proposition 2.3. J : Z2→配を離散曲面， uをfのガウス写像とし， Jの主曲率
吋位，輝，朽kを以下の等式
d研＝一,-,i・d;if,d匹＝ー四・ 心f,dtkl/ = -K,lk . dtkf, djkl/ = -K,jk . djkf 
を満たすものとする．このとき，
H四＝ 和輝—氏→ ，Kijkl = K, 砂… (-上＋上＋上-_2._) (3) 






収束すると考える．同様に位，凡K→ 氏2に収束すると考えると，凡ヂ K,2の場合5, Equation 





Proposition 2.4. f: Z2→ 配を離散曲面， v: z2→ §2をfのガウス写像 J*:四→ 配
をfの双対曲面とする．このとき，相似変換や平行移動を除いて，
• Hijkl三 0⇔ J* = I/と選ぶことができる．












Proposition 3.1 ([2], [6], [8]参照）.F:D→配竺 lmHを，曲率線座標によってパラメー
タ表示された曲面とする．このとき，次の2つが成り立っ．
• Fを双等温曲面とし， M:配→配をMobius変換とすると， MoFもまた双等温曲面．
• Fが双等温曲面である⇔ limcr F, Fi, Fi2, F2 = -a(u) < oをみたす．ここで，
C→O b(v) 












Proposition 3.2. fを離散双等温曲面とする．このとき， fの双対曲面J*は，














Definition 4.1. 離散双等温曲面g:z2→配竺 Cのことを離散正則関数という．
正則関数の離散化をなぜこのように定義するのかについて簡単に述べる冗なめらかな場
合，正則関数G(z)(z = u+ ✓ コv)は，コーシー・リーマンの方程式
Gu+ ✓ コGv=0 
をみたす．この式を単純に差分に置き換えて，例えば gj ― g;+ ✓コ~(gt -g;) = 0をみたすよ
うなg:寄→ Cを離散正則関数とすると，これでは自明なものしか現れないためあまり面白
Gu・Gu くない．そこで，コーシー・リーマンの方程式を少しだけ変形すると， ＝ー 1となる．
Gv・Gv 






d;』＝号Re(1~g;g., □ (1 + gふ） g; + g. t 
;.g; d;.g;'d;.g;) 












d;, ド＝誓Re(□ 0 (1~.~ig., A~~.: gふ） 'g~二）t) (0E[0,21r)) 
7著者が学生のときに， TimHoffmann氏（ミュンヘンエ科大学）から説明を受けたときに，（著者にとって）
最もしつくりとくる説明だった．こういったことを記録に残し，共有することにも意味があると思う．



















di.f =竺Rec+邸* A(l-gふ） _9i + g. t 
2 d』 'd』 'di•9i) (4) 













り組んだのは， Hoffmann-Rossman—佐々木ー吉田 [12] が初めてである．一般の離散曲面に現れ
る特異点の解析は非常に難しい 10ので，まずは離散双等温極大曲面に現れる特異点の解析か
ら始めよう．離散双等温極大曲面の特異点を次のように定義する．























F=Re (/(l+G汽H(l-Gり，ー 2G)tw)i2 










Equation (4)の離散双等温極大曲面に対する Weierstrassの表現公式の実部を取る前に eRo
をかけて得られる





者と Lamが[18]にて新たに導出した，“頂点法方向"14(vertex normal direction)なる概念を
新たに導入することによって，特異面を定義し，解析することができる最終的に，次の結
諭を得ることができる．
















1. g : 野→ Cを， cr(z;,Zj, zk, 均）＝碕／闘をみたす離散正則関数，
い (~:),M~=(入}!Yi) ?ー ）?― ??，?
とし， </Jj=<Pi・L0, <Pt=の，-M;,を解く．．
2. <Pi=屯Bi(屯 EPASU1,1 U ✓ コ年 ・PASU1,1)と2つの行列の積に分解する．
―A 1 o 
3. 上記の屯を， Ji= 2H [<I>i (。 -1)町 +2入(8ふ）町]A=lに代人する．
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